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GROUPE - Démonstration - Correction

La qudlite de la redaction ainsi que la proprete de la copie seront pris en compte dans I'evaluation.
La calculatrice n'est pas autoris¢e

Exercice | IQ
min
Démontrer par récurrence que
vneN, 2" >n+1
On considere le predicat P(n): 2" >n+ 1.
2n+1 — 2n
> 2(n+1) parhypothése de recurrence
o Verifions P(0). n+ 1) parhypothése de récunen
> 2n+2
D'un cote 2° = 1; d'un autre cote 041 =1. > n+n+2
Onaainsi2® >0+1. Zz n puisque n € N 8
e Conclusion : nous avons montrer que pour tout
e Supposons que pour un n quelconque fixe neN, P(n) est vrai.
2" > n + 1 soit vrai.
vyneN, 2">n+1
Montrons que 2™ > n + 2.
Exercice 2 2Q
min
On va demontrer par 'absurde que V2 est irrationnel.
I. Compléter la table de veérite suivante 2
Pla| P 4| P=>"q|P=q|p="9gAN[P=d)
010 1 1 1 0 0
o|1] 1 0 0 1 0
110 0 1 1 1 1
11110 0 1 1 1
2. Deduire de la question précedente l'expression simplifier de (—p = —q) A (—p = q). |
On observe que (—p = —q) A (—p = q) et p on les memes valeurs de verite. On en déduit que
(—p="q)A("p=4q)=p
3. Retrouver le résultat precedent en utilisant et EN CITANT, les regles de simplification des pro-
positions (CANDIMATICA). 5

(p=—q9gA(p=q) = (—(p)V=gA(—(—Pp)Vq) Caracterisation de limplication
PV—-qg)AN(PpVq) Involution
= pVI(~qAq) Distributivite
= pVvTF Contradiction

= p Flement neutre



4. On considere p="v/2 est irrationnel’, g="v/2 = a/b oU a ¢t b ne sont pas paire en meme temps'.

(a) Justifier que —p = q.

(b)

La proposition —p donne que v/2 est rationnelle. Par définition, etre rationnelle signifie qu'l
existe a et b tel que V2 = a/b. De plus on peut supposer que a et b ne sont par paires
en meme temps. En effet sils ['¢taient, il suffirait de simplifier la fraction pour se ramener &
ce cas.

On a ainsi montre que —p = q.

Montrer par contraposé que pour tout entier n € N, si n? est paire alors n est paire.

L'enonce contrapose de "Si n? paire alors n est paire" est 'Si n est impaire alors n?
est impaire". Montrons cette derniere proposition.

Soit n € N un nombre impaire. Par définition, cela signific qu'il existe k € N tel que
n=2k+1.

Dans ce cas n? = 4k? + 4k + 1 soit encore n? = 2K+ 1 oU K = 2k? + 2k.

Par définition, cela signifie que n? est un nombre impaire.

Ceci prouve le résultat.

ii. En utilisant la proposition précedente, montrer que —p = —q.

Supposons que V2 soit rationnel. Cela signific que v2 = a/b.

En ¢levant au carré cette expression et en effectuant un produit en croix, on arrive &
aZ = 2b2.

Ceci signific que a? est paire.

D'apres la proposition ¢tablie & la question précedente, a est paire; il se met donc
sous la forme a = 2« pour un certain « € N.

D'une part on a a? = 2b? d'un autre coté a = 2« soit encore a? = 4a?. Ce qui nous
permet d'aboutir & 4a? = 2b?%, soit encore en simplifiant par 2 & b? = 20

Ainsi b? est paire et donc b est paire d'apres la proposition de la question précé-
dente.

On a ainsi prouve que si V2 est rationnel alors il se met sous la forme a/b oU a et b
sont paires.

5. Conclure en utilisant les résultats precedent et la question 2.

Aux questions précedente on a prouve que —p = —q est vrai et que —p = ¢ est vrai. Ainsi
(—p = —q) A\ (—p = q) est vrai et a la meme valeur de vérité que la proposition p d'apres la
question 2 (ou 3).

Ainsi p est vrai et v/2 est irrationnel. Nous avons raisonne par 'absurde.
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