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Introduction

Imaginons un cercle centré en 'origine de rayon Et imaginons a présent qu’autour de ce point se
10 et un point qui tourne sur ce cercle & une vitesse trouve un cercle de rayon 3 autour duquel gravite un
constante de 1 (selon I'unité de mesure). point qui tourne deux fois plus vite.

Alt+1)

Observons le dessin que cela fait sur une période entiére (entre [0;27[ par exemple)

Quel magnifique dessin. Cette courbe est appelé une épicycloide ! Mais quelles sont les coordonnées des
points de cette courbe.

Tout d’abord, les coordonnées du points A sont (10cos(t), 10sin(t)) (presque par définition des fonctions
trigonométriques sin et cos).

Plagons nous sur le point A(t). Par rapport a ce point le point B(t) se trouve sur le cercle de rayon 3,
mais va deux fois plus vite; plus savamment dis : sa vitesse angulaire est le double de celle du point A(t).
Donc, par rapport au point A(t) les coordonnées de B(t) sont (3cos(2t),3sin(2t)).

Ainsi de maniére absolue, par rapport a origine, les coordonnées de cet épicycloide, sont

(10cos(t) + 3cos(2t), 10sin(t) + 3sin(2t))



Si on s’amuse a faire varier les rayons et les vitesses angulaires on peut tomber sur de joli dessin :

La ranonculoide en forme de fleur.
Le premier cercle de rayon 2 et de vitesse 1.
Le second cercle de rayon 1 et de vitesse 6.

La deltoide en forme de delta.
Le premier cercle de rayon 2 et de vitesse 1.
Le second cercle de rayon 1 et de vitesse —2.

Et pourquoi s’arréter a deux cercles!
Imaginons qu’un troisiéme cercle gravite autour du point B, de rayon 1 et de vitesse 5. Voici ce que 'on
obtient :

C(t)
N

Dont les coordonnées s’obtiennent de la méme maniére que précédemment :
C(t) = (10cos(t) + 3cos(2t) + Tcos(5t), 10sin(t) + 3sin(2t) + 1cos(5t))

Et la encore, on peut s’amuser a faire varier rayons et vitesse pour obtenir de joli dessin... ou pas!



La cardioide en forme de cceur.

Le premier cercle de rayon 10 et de vitesse 1.
Le second cercle de rayon 5 et de vitesse 2.

Le troisiéme cercle de rayon 1 et de vitesse —1.

La trucoide en forme de truc.

Le premier cercle de rayon 10 et de vitesse —1.
Le second cercle de rayon 1 et de vitesse 10.
Le troisiéme cercle de rayon 1 et de vitesse 1.

Vous aurez compris que ’on peut procéder avec
autant de cercle que 'on souhaite! Mais prenons le
probléme & I'envers.

Etant donné un dessin, peut-on
trouver des cercles tournoyant
réalisant ce dessin ?

La réponse est oui! Et c’est ce qui va nous motiver
tout au long de ce cours : faire un dessin !

Le concept mathématique qui garantie que cela
est possible est une théorie trés vaste appelé la

théorie de Fourrier.

Par exemple, si on diminue le nombre de cercle qui approche le dessin, on perd en qualité de la reproduc-
tion de cette image. C’est avec ce principe que 'on réalise des compression d’image (on supprime des cercles,
cela modifie la qualité mais allége la quantité d’information qu’elle contient).

Vous 'aurez compris, pour arriver a de si magnifique prouesse, il faut de la trigonométrie, beaucoup de
trigonomeétrie... En route!



1. Trigonométrie

1.1 Un nombre un peu spécial

Si I'on observe de plus prés le mot trigonométrie de devine de quoi on va parler :

— tr¢ pour trois,

— gono pour angle (ou coin, c’est la méme racine étymologique que genouz),

— métrie pour mesure
La trigonométrie est la branche des mathématiques qui étudie les triangles. Il s’agit bien de I'objet que vous
connaissez depuis 'enfance mais nous le considérerons plus par ses angles que par ses cotés bien que les deux
soient tres étroitement liés.

Les angles que vous connaissez sont ceux qui se mesure en degrés. Quatre-vingt-dix degrés pour un angle
droit, cent quatre vingt pour un angle plat, trois cents soixante pour un tour complet !

Vous étes vous demandé d’on venait cette étrange convention 7 Pourquoi 360 degrés pour un tour ? On
aurait aussi pu convenir que 10 degrés faisait un tour! La réponse n’est pas trés claire mais il semblerait que
cette convention trouve ses racines dans I'histoire de I’humanité et aurait la méme cause que la raison pour
laquelle il y a 60 minutes en une heure ou 60 secondes en une minute : les premiers penseurs de ces mesures
viennent d’Amérique du sud et il était coutumier pour nos ancétres de parler en base soixante plutot que 10.

Mais & bien des égares, il est apparu nécessaire de convenir d’une autre unité de mesure que les degrés.

Pour la faire naitre, on considére un cercle (qui dit angle dit cercle) et on demande :

Quel est le périmétre d’un cercle ?

Pour tenter d’approcher une réponse, faisons un dessin non pas avec un cercle mais avec deux.

On observe que plus la distance AD est petite plus

C elle approche la longueur de 'arc AD;  on note AD
la longueur de cette arc. De la méme maniére la lon-
gueur de la droite BC est une bonne approximation

de I'arc l?c

) A B En utilisant le bon vieux théoréme de Thalés, on

‘ OA AD
montre que — =

"€ 0B T BC _ _
arcs par celle des segments et en faisant une petite

régle de trois on trouve

. En approchant la taille des

BC—EAD

Revenons a présent & la question du calcul du périmeétre d’un cercle. On peut diviser le cercle en morceau

trés petit aussi petit que la longueur BC (ou AD suivant le cercle que vous regardez). Donc la somme de
tous ces morceaux donnent le périmétre du cercle. Mais la formule déterminée précédemment montre que

—~

le périmétre du petit cercle, vu comme la somme de plein de petit morceau d’arc BC, est proportionnelle &

—~

OA
la somme de plein de petit morceau AD. En effet le rapport — reste constant en fonction du nombre de

morceau. D’ailleurs, nous pouvons étre plus précis car OA est en fait le rayon du petit cercle tandis que OB
est le rayon du grand! Si on note 1 le rayon du petit cercle, p son périmétre et R le rayon du grand cercle, P

son périmeétre alors la précédente formule s’écrit p = EP' Jouons un peu avec cette formule. On note D = 2R

et d = 2r les diamétres des cercles.

T 2r
p_EP S p—ﬁP
d
= = —P
P=p
e P_PF
d D

Nous venons donc d’observer que le rapport du périmétre par le diamétre est toujours égale a la méme
valeur.



Définition
On note 7 le rapport du périmétre d’un cercle par son diamétre. Ce nombre ne dépend pas du cercle. On
a l'estimation suivante :

m~ 3.141592...

| J/

Le symbole 7 se lit pi et correspond a la lettre grecque p (pour périmétre). On peut démontrer, avec
souffrance, que 7 € R mais 7 &€ Q.
Le nombre 7t est une bonne base pour le travail avec les angles.

Définition

On mesure les angles en radian. Un tour complet (360 degrés) correspond a 27t.

Puisqu’il y a un rapport proportionnel entre les mesures en degrés et en radian on a les équivalence
suivantes.

1.2 Le cercle trigonométrique

L’outil centrale de la trigonométrie est le cercle trigonométrique.

Définition

Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1.

Définition
Le sens trigonométrique ou sens direct corres-
B pond au sens inverse des aiguilles d’une montre.

D /6 A

L’angle AOB = g et l'angle BOA = —g.

Qu’en est-il des angles 7w et —m. Sur la représenta-
tion ci-contre, c’est deux angles aboutissent au méme
point : le D. On est trés fortement amené & penser que
sur le cercle trigonométriqgue = —m. C’est d’ailleurs
vrai. Mais attention! Le nombre réel 7t ~ 3.14 tandis
que le nombre réel —mt ~ —3.14. Ils sont bel et bien
différent mais sur le cercle trigonométrique ils sont les

e méme. Comme écrire T = —7 pique un peu les yeux
tions ou calcul. Sur 'exemple on a représenté < on introduit une notation.

Lorsque I’on souhaite faire, comprendre, voir de la tri-
gonomeétrie, on représente un cercle trigonométrique
centré en l'origine d’un repére cartésien et on repré-
sente l'angle sur lequel on souhaite faire des observa-

Définition
Lorsque l'on travaille sur le cercle, on considére les angles & 27t prés. Si deux angles « et 3 sont égaux sur

le cercle trigonométrique on dira qu’ils sont égaux modulo 27t on écrira o« = [271] ou & =y, B. Cela
signifie que o« — 3 = 27t X k pour un certain k € Z.

Dans cette définition le nombre k représente le nombre de tour (on rappel qu'un tour correspond a un angle
de 27 radian) que l'on fait. Ainsi nous pouvons écrire 1 =y, —7 car ™ — (—7) = 27t = 27t X 1; autrement
dit : les angles 7t et —7 sont les mémes & un tour de cercle prés.



Autre exemple :

2023t (674 x3+1)m 674 x3m T T

20231
3

2023
et %[ sont les mémes angles a 337 tours pres (337 = 674 + 2) : 3 n =

En d’autre terme

w| A

1.3 Opérations trigonométriques

Définition
Soit OAB un triangle rectangle en A. Notons x ’angle AOB.
B . , 0
e Le cosinus de I'angle x est le rapport OB
. A
e Le sinus de 'angle x est le rapport OB
X AB
O ‘ A e La tangente de ’angle x est le rapport OA"

Voici un fameux moyen mnémotechnique pour retenir ces formules :
CASSE TOI

Quelques explications s'impose :

e Dans un triangle rectangle le plus grand des cotés est appelé I’hypoténuse.

e Le coté adjacent a 'angle x est OA. C’est le coté adjacent & I'angle x et ’angle droit.
e Le coté opposé i I'angle x est AB. C’est le coté qui est "en face" de I'angle x.

L’angle opposé & x est adjacent & y et inversement.
Le fameux casse toi s’écrit CAH SOH TOA :

CAH : le Cosinus est le rapport du coté Adjacent par ’Hypoténuse.
SOH : le Sinus est le rapport du coté Opposé par 'Hypoténuse.
TOA : la Tangente est le rapport du coté Opposé par le coté Adjacent.

Nous n’allons pas plus surcharger ce cours déja trés empreinte de géométrie, mais sans trop souflrir et a
I’aide du théoréme de Thaleés, on peut montrer que les longueur des cotés n’importe pas. Seule les mesures
des angles sont importants. Puisque c’est ainsi, on va considérer, pour travailler avec ces objets, des triangles
rectangles dont ’hypoténuse fait 1, ainsi nous n’aurons plus a utiliser des fractions pour le cosinus et le sinus.

Faisons tout de suite le liens avec le cercle trigonométrique.

A
— En appliquant les formules, on a cos(x) = OB mais
OB est un rayon du cercle trigonométrique, qui est
par définition de rayon 1. Donc cos(x) = OA.

AB
De méme sin(x) = — = AB = OC.
Cloeo OB

Ainsi le cosinus et le sinus d’'un angle représentent
respectivement I’abscisse et 'ordonnée du point d’in-
tersection entre le cercle trigonométrique et le droite
formant I’angle souhaité avec I’axe des abscisses.
sin(x)

os(x)
mettre cette fonction de coté et nous concentrer sur
le deux autres.

. On va donc

A On observe alors que tan(x) =



1.4 Formulaire

Quelque soit x € R,

Quelque soit x € R,

cos?(x) + sin?(x) =1 cos(—x) = cos(x)

sin(—x) = —sin(x)

5 ; Démonstration.
Démonstration.
sin(x) f------------
1
1
1
|
b 1
_______________ cos(x) —
1 —x I
| 1
z = |
| sin(—=x) f------oooo
X 1
A cos(x) C

On a AC? +BC? = AB? (théoréme de Pythagore) soit encore
cos?(x) + sin?(x) =1 O

Quelque soit x € R,

Quelque soit x € R,

cos (g — x) = sin(x) cos (;—t + x) = —sin(x)

sin <E + x) = cos(x)

sin (E — x> = cos(x) 3

2

Dé tration. ;
emonsiration Démonstration.
. PN N
sin(m/2 —x) | T - - sin(m/2

sin(x) f------- :_ —————— E N !

! : : X '

x | : ! |

| | 5 x 5
x : cos(7/2 +x) 005(4

cos(m/2 —x) cos(x)




Quelque soit x € R, Quelque soit x € R,

cos(m—x) = —cos(x) cos(m+ x) = —cos(x)

sin(m—x) = sin(x) sin(m+ x) = —sin(x)

Démonstration.
Démonstration.
sin(x) p------------
cos(m+ x) X E
: X
—————————— sin(x) ---------- !
| : e sin(m4x)
| —x x |
cd\s(n —x) cos(xy
O
O

De cette derniére formule on peut observer que cos(x + 27) = cos((x + ) + 1) = —cos(x + ) = cos(x);

de méme pour le sinus. On savait cependant déja que cos(x + 27) = cos(x) puisque x =y, x + 271

Démonstration. Par de petits jeu géométrique on peut déterminer ces valeurs. Ce n’est pas trés difficile
mais pas vraiment pertinent. O

En jumelant ces derniers résultats avec les précédents, on peut déterminer le cosinus et le sinus de bien
plus de valeurs.

10



/ 3 Z 5\
! | |
3m” . [N V2o i s
St N R w_o_ L =m
6 : : 7 : : 6
g =B 2 [ V3 V2 V1 cos
; 2 2 2 2 2
m Y A NN o L NE n
6 : : 5 | : / 6
sm L R B m
4

Formules de duplication
Vous pensiez avoir tranquillement survécu a ces quelques formules de trigonométrie 7 Que nenni !

Soient x € R et y € R.

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y)

Démonstration.

On considére OBC et OCD des triangles rectangles respectivement en B et C tel que BOC = x et
COD = y. On projette le point D sur la droite (OB) que l'on nomme A et on projette le point C sur la
droite (AD) que I'on nomme E. Un résultat bien connu sur les triangles semblables permet de justifier que
CDE = x. Sur un dessin tout devrait s'éclairer.

11



Faisons de la trigonométrie dans cette figure :

Dans le triangle OBC : cos(x) = —— et sin(x) =
< ocC
BC
ocC’
DE E
E C Dans le triangle DEC : cos(x) = DC et sin(x) = D_E
Dans le triangle OCD : cos(y) = oD et sin(y) =
: nC
< oD
0] A B Dans le rectangle ABCE : EC = AB et EA =BC
OA . AD
cos(x+y) = oD sin(x +y) = oD
~ OB—-AB ~ AE+ED
B OD 0D
~ OB—EC ~ BC+ED
I )b) 0D
_ OB EC _ BC n ED
~ OD OD ~ OD OD
OB OC EC DC BC OC ED DC
= — X — — — X — = — X —+ =— X —
OC OD DC OD OC OD DC 0D
= cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y) = sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y)
]

sin(x —y) = sin(x)cos(y) — sin(y)cos(x)
cos(x —y) = cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y)
sin(2x) = 2sin(x)cos(x)

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)

1

sin(x)sin(y) = 3 (cos(x —y) —cos(x+y))
1

cos(x)sin(y) = = (sin(x +y) — sin(x —y))

N

cos(x) + cos(y) = 2cos (X i

N‘
«
~
o
o
w
/~
x
(ST
«

cos(x)cos(y)

sin2(x) = 1 — cos(2x)
2
cos(x) = 1+ c;s(Zx)

2

= ! (cos(x —y) + cos(x +y))

cos(x)—cos(y) = —2sin (u) sin <X Y

Démonstration. On ne va pas toutes les démontrer. Elles se déduisent des formules précédentes. Par
exemple puisque cos(—y) = cos(y) et sin(—y) = —sin(y) alors en remplagant X par x et Y par —y dans la
formule sin(X +Y) = sin(X)cos(Y) + cos(X)sin(Y) on trouve sin(x —y) = sin(x)cos(y) — cos(x)sin(y).

Autre exemple, en prenant x =y dans la formule cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y) on obtient
cos(2x) = cos?(x) — sin?(x). Sachant que cos?(x) 4+ sin®(x) = 1 on en déduit que sin?(x) =1 —cos?(x); ce

qui donne cos(2x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2cos?(x) — 1 soit encore cos®(x)

2

1+ cos(2x)

g

Dans la vie de tous les jours, on n’apprend pas toutes ces formules! Il faut savoir que ces formules existent,

sans forcement connaitre par cceur la formule.

12



1.5 Equations et inéquations trigonométriques

Equations trigonométriques

1
On cherche & résoudre des équations de la forme cos(x) = 0.7 ou sin(x) = 7

Raisonnons sur cette derniére. Pour résoudre ces équations faisant intervenir des sinus ou cosinus est
I’éternel cercle trigonométrique. Le cosinus se lit sur ’axe des abscisses et le sinus sur ’axe des

ordonnées.

12 /6

Su le cercle trigonométrique, on voit que I’équation

sin(x)

7 admet deux solutions, dont le formulaire

T 5w
nous souffle qu’il s’agit de — et —.

Voila, c’est fini... Ah! Non! Car sur le cercle tri-

" , T 137 .
gonométrique 'angle ¢ et 'angle < sont position-

131t
T. En
d’autre terme on a fait un tour de cercle puisque
B = .

6 6 '

Pourquoi s’arréter & un tour, on pourrait en faire

. L., Tt
nés au méme endroit. Précisément — =),

2 ou 1983, le sinus vaudrait toujours —. Une maniére

élégante (pompeuse) d’écrire toutes les solutions est
donc la suivante

1 5
Les solutions de ’équation sin(x) = 7 sont de la forme X = g + 2k et X = fﬂ +2kmtou k € Z.

Imaginons & présent que l'on souhaite trouver toutes les solutions de ’équation sin(x)

= - avec X €
2

37
16, - { Puisque nous avons trouver toutes les solutions (dans R), le probléme revient & trouver quel

k € Z il faut choisir.

Prenons la premiere forme xj . Il s’agit donc de

trouver k pour avoir xjx € [167{; 33771 [
x1’ke[167r;332n[ & 167t<x1k<337ﬂ

& 167r<%[+2k7t<3377T

& 167r—g<2k7t<337ﬂ—g

& %%\ang%%

6 Den<?

9
& ?—i\k\Tg

95
A T'aide de la calculatrice, on observe que 7] ~ 792

et — ~
12

seul nombre entier entre 7.92 et 8.17 est le nombre 8.

Il faut donc choisir le nombre k = 8. Dans ce cas la

solution est

8.17. Or, k doit étre un nombre entier. Le

97Tt

x1:E+2><87r: c

6

13

Prenons & présent la seconde forme x;y et raison-
nons de la méme maniére.

X2k € [167{;33%[ & 167t<x2’k<3377r
& 167’(§5l[+2k <33—ﬂ
5?: 3?37( 5m
& ]67’(—?<2k7'[\7—?
& 9%7[<2k7t<947ﬂ
6 e
21 94
& ﬁ\k\T
Mais ?—2 ~ 7.58 et % ~ 7.83. Dans ce cas, il n’existe

aucun nombre entier k satisfaisant cette inéquation.
En conclusion,

sin(x) = =
33n
X € [1671,2



Prenons un autre exemple et cherchons & résoudre I'équation cos(x) = 1. Exactement comme précédem-
ment, on utilise le cercle trigonométrique pour woir ce qui se passe.

- Su le cercle trigonométrique, on voit que ’équation
cos(x) = 1 admet une unique solution & savoir x = 0.
Comme précédemment, on peut "tourner", ce qui
se traduit par I’ajout de +2krt.
e En conclusion 1’équation cos(x) = 1 admet pour
solution
Xk = 2km

Le méme type de manipulation permet, si 'intervalle
est spécifié, de trouver des solutions spécifiques.

Que dire de I'équation cos(x) = 1.017 On observe sur le dessin, qu’il n’y a, dans ce cas, aucune intersection
entre la droite x = 1.01 et le cercle trigonométrique et donc I’équation cos(x) = 1.01 n’admet aucune solution.

Faisons un cours de mathématiques avec un théoréme (que nous venons de démontrer en partie par les
exemples précédent).

L’équation sin(x) = a pour a €] — 1;1[ admet deux solutions sur ] — 7t; 7t[ notées x; et x;.
Toutes les solutions de I’équation sur R sont de la forme

X1k = X1 + 2k, et X2,k = X2 + 2km
pour k € Z.
s
L’équation sin(x) =1 admet pour solutions 5 + 2k7t pour k € Z.
s
L’équation sin(x) = —1 admet pour solutions -5 + 7+ 2k7m pour k € Z.

L’équation sin(x) = a pour a ¢ [—1;1] n’admet aucune solution réelle.

L’équation cos(x) = a pour a €] — 1;1[ admet deux solutions sur ] — 7t; 7t[ notées x; et x;.
Toutes les solutions de ’équation sur R sont de la forme

X1k = X1 + 2K, et X2k = X2 + 2km

pour k € Z.
L’équation cos(x) =1 admet pour solutions 2k7t pour k € Z.

L’équation cos(x) = —1 admet pour solutions 7t + 2k7t pour k € Z.

L’équation cos(x) = a pour a & [—1;1] n’admet aucune solution réelle.

Dans la pratique on n’utilise pas ces théorémes mais plutét la méthode décrite dans les exemples précé-
dents (le cercle trigonométrique est votre meilleur ami!).

14



Inéquations trigonométriques

A présent on cherche a résoudre une inéquation de la forme cos(x) >

la situation.

. Encore une fois, un dessin éclaire

N —

Sur le dessin, il apparait clairement que touts les

angles de l'intervalle [ ont leur cosinus su-

i 71}
3’3
périeur ou égale & —. Exactement comme précédem-

ment, il faut "penser" a tourner.
En conclusion, toutes les solution réelles sont des
intervalles de la forme

i T
3 + 2k, 3 + ZkT[]

pour k € Z.

Attention, lorsque 1'on décrit un intervalle [a;b] il faut que a < b.

Prenons a présent l'inéquation sin(x) > —=.

2

A Taide du dessin on serait tenté d’écrire qu'un in-

) T 5T .
tervalle solution est | ——;—— | mais dans ce cas, la

6’ 6
borne inférieur de cet intervalle est plus grande que

la borne supérieur. C’est une erreur. Il faut soit écrire
7| . 13t 5m .
—g; ? ol |———;——| pour respecter les inter-

6’ 6
valles.
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2. Les fonctions

2.1 Les signaux sinusoidaux
Retour aux épicycloide

Revenons a nos épicycloides (¢f. Introduction). Le but est de décrire un dessin quelconque a l'aide de
cercle.

Nous avions observé que si un point M(t) gravite autour d’un cercle de rayon az a une vitesse ns, que
ce cercle gravite lui méme autour d’un cercle de rayon a, a une vitesse n2 qui gravite lui méme autour d’un
cercle de rayon a; & une vitesse ny alors les expressions de ’abscisse et de 'ordonnée de ce point sont données
par les formules :

x(t) = ajcos(nit) + azcos(nyt) + azcos(nst)

y(t) = arsin(nit) + azsin(n,t) + azsin(nst)

La théorie de Fourrier que nous explorerons plus tard nous garantie que ’on peut peut trouver des
coefficients an, appelé coefficient de Fourrier, tel que les coordonnés des points M(t) s’expriment par les
élégantes formules

x(t) = ap+ ajcos(1t)+ azcos(2t)+ aszcos(3t)+ agcos(4t)+
y(t) = arsin(1t)+  azsin(2t)+  azsin(3t)+ assin(4t)+

Prenons 'exemple de la handspineroide !

1. Exemple tiré de la vidéo de Eljj disponible sur https://www.youtube.com/watch?v=uazPPOny3XQ
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ABRACADABRA! Boite magique : coefficient de Fourrier! On trouve que

x(t) = 6cos(t) + 1.5cos(2t) + 2cos(4t) + 2.6sin(2t)
y(t) = 6sin(t) — 1.5sin(2t) + 2sin(4t) + 2.6cos(2t)
Zut flute et crotte! Pour avoir nos jolis cercles qui tournent il faut que
1. D’expression de ’abscisse ne comporte que des cosinus, ce qui n’est pas le cas ici.

2. l'expression de 'ordonnée ne comporte que des sinus, ce qui n’est pas le cas ici

3. les mémes coefficients apparaissent pour les méme vitesse angulaire de ’abscisse et de 'ordonnée, ce
qui n’est pas le cas ici (le coefficient en x du cercle de vitesse 2 est +1.5 tandis qu'il est de —1.5 en

y).
Donc... c’est pas bon. Mais la théorie de Fourrier est implacable. C’est la réponse.
Nous avons développé quelques compétences en trigonométrie. Utilisons les!

x(t) = 6cos(t) + 1.5cos(2t) + 2cos(4t) + 2.6sin(2t)

(t) + 1.5cos(2t) + 2.6sin(2t) + 2cos(4t)

(t) + 3(0.5cos(2t) + 0.87sin(2t)) + 2cos(4t)
(t)

= 6cos(t)+3 (cos (g) cos(2t) + sin (%[) sin(Zt)) + 2cos(4t)

= 6cos

= 6cos

= 6cos(t) + 3cos (Zt — %[) + 2cos(4t)

Magnifique mais limite magique. Quelle idée de factoriser par 37 Et comme par hasard cos (73;[) =0.5

T
et sin (g) ~ 0.87. Mais si on change les valeur comment on fait 7

En fait on peut montrer que
acos(wt) + Bsin(wt) = A'cos(wt + @’) = Asin(wt + )

On peut méme déterminer A et @ en fonction de o et 3 mais pour comprendre ce principe nous aurons
besoin de Arctan et de la forme polaire des nombres complexes. PAS DE PANIQUE! Nous aurons le temps
d’y arriver.

Quoi qu’il en soit nous retrouvons un objet bien familier : le signal sinusoidale. Ce sont des fonctions
de la forme

s(t) = Asin(wt + @)

ou

A désigne I'amplitude : la fonction sin oscille entre —1 et 1. Pour amplifier ce signal on le multiplie

par un réel A de sorte qu’il oscille entre —A et A.
w désigne la pulsation : c’est le nombre de fois que le signal se répéte sur un intervalle de temps 1.

2
Elle est définie par w = TT[ ou T est la période du signal.

¢ désigne la phase : c’est le décalage du signal par rapport & l'origine; une avance ou un retard de
©

—=.
Formes algébriques des épicycloides

Nous avons un petit peu menti lorsque nous avons décrit la forme algébrique des épicycloides. Nous avons
en effet dis que les coordonnées sont de la forme

x(t) = aot+ ajcos(1t)+ axcos(2t)+ aszcos(3t)+ agcos(4t)+
y(t) = arsin(1t)+  azsin(2t)+  azsin(3t)+ agsin(4t)+

Mais comme nous venons de le voir, ce n’est pas tout & fait le cas, puisque des phases interviennent. La
véritable forme est donc
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x(t) = ap+ ajcos(1t+ @)+ azcos(2t+ @2)+ azcos(3t+ @3)+ agcos(4t+ @q4)+
yt) = arsin(Tt+ @1)+  azsin(2t+ @2)+ azsin(3t+ @3)+ agsin(4t+ @4)+

A quoi correspondent ces phases dans le jeu des cercles tournoyant.

Voici une épicycloide sans et avec phases.

x(t) = 2cos(t)+ cos(3t)
y(t) = 2sin(t) +sin(3t)

18

Prenons la ranonculoide définie avec deux cercles :
un de rayon 2 et de vitesse 1 et un de rayon 1 et de
vitesse 6.

C’est a dire que I’équation algébrique de cette
courbe est

x(t) = 2cos(t) + cos(6t)
y(t) = 2sin(t) + sin(6t)

Lorsque nous avions dessiné cette courbe, et
toutes les courbes que nous avions décrites, nous
avions fait une hypothése (cachée) qui est qu’au dé-
part (a l'instant t = 0), tous les cercles sont alignés
sur ’axe des abscisses.

Rajouter une phase, correspond donc & faire en sorte
que le point de départ ne soit pas aligné avec ’abs-

. . . s
cisse. Rajoutons au premier cercle une phase de =

C’est a dire que I’équation algébrique de cette
nouvelle courbe est

n
6
y(t) = 2sin (t + g) + sin(6t)

x(t) = Z2cos <t+ )+cos(6t)

x(t) = 2cos (t + g) + cos (St — g)
y(t) = 2sin (t + g) + sin (St — %[)
—t/4




Nos problématiques étaient les suivantes :
1. Que 'expression de 'abscisse ne comporte que des cosinus, ce qui n’est pas le cas ici.
2. Que Dexpression de 'ordonnée ne comporte que des sinus, ce qui n’est pas le cas ici

3. Que les mémes coefficients apparaissent pour les méme vitesse angulaire de I'abscisse et de I'ordonnée,
ce qui n’est pas le cas ici (le coefficient en x du cercle de vitesse 2 est +1.5 tandis qu'’il est de —1.5 en
y).
La trigonométrie avancé nous permettra de résoudre les deux premiers points et les nombres complexes
résoudrons le troisiéme.
Commencons par s’armer d’outils pour appréhender les deux premiers points & 'aide des fonctions réci-
proques.

2.2 Les fonctions réciproques

Revenons & des maths moins piquantes 2.

Prenons une bonne vielle fonction : f(x) = x2. On sait que cette fonction est définie sur R, c’est a dire
1

qu’il n’y a aucune contrainte a prendre n’importe quelle nombre réelle (tandis que la fonction inverse —
X

posséde une valeur interdite par exemple).

Au lieu de la regarder sur R =] — oo;4+oo[ regardons la uniquement sur R, = [0;+o0o[. Comme pour
la trigonomeétrie, un dessin est souvent bien plus éloquent. La visualisation des fonctions passent par la
représentation cartésienne (graphique).

En tant que fonction de Ry, la représentation graphique est naturellement cette demi-parabole.

Faisons de méme avec la fonction g(x) = /x définie sur R.

f(x) = x* g(x) = vx

Un ceil aguerrie observera que les deux courbes sont trés ressemblante. En fait I'une est 'autre en inversant
I’axe des abscisse et ’axe des ordonnée. La raison principale est que pour tout x € Ry on a

ﬁzzx, VX2 =x

soit encore

flgix)) =%,  g(f(x)) =x

Quand deux fonctions f et g vérifie cette propriété on dit qu’elle sont réciproque 'une de l'autre.

2. Soyons honnéte, la trigonométrie, ¢a pique... fort

19



Définition
Soit f: X — Y et g: Y — X tel que d'une part pour tout x € X, g(f(x)) = x et d’autre part pour tout
y €Y, f(g(y)) =y alors on dira que f et g sont des fonctions réciproques l'une de I'autre.

En d’autre terme, la fonction carré (R vers R.) et la fonction racine carré (sur les méme domaines) sont
réciproques 'une de 'autre.
L’observation de symétrie (inversion des axes) est dans ce cas toujours vraie.

Soient f et g des fonctions réciproques l'une de l'autre alors les courbes représentatives de ces
fonctions sont symétriques par rapport a la droite y = x.

Démonstration.

Considérons un point x sur laxe des abscisse.
Puisque les fonctions f et g sont réciproque g(f(x)) =
x ; autrement dit I'image par g de y = f(x) est x. Ainsi
les coordonnées du point A sont (y, g(y)) = (f(x),x).

Pour montrer que la symétrie, il s’agit d’observer
que les coordonnée du milieu du segment [AB] a la
méme valeur pour son abscisse et son ordonnée.

Le milieu a pour coordonnés

2 2

<X+y,f(X)+9(y)>
2 0 2

_ (x +f(x) f(x) + x)

O

Nous avons la définition. Nous avons une caractéristique géométrique. Mais nous ne savons toujours pas
comment trouver une réciproque ni méme si cela est possible.

Dans la pratique, il est trés difficile de trouver une forme explicite d’une réciproque. Dans de rare cas
cela est possible mais globalement impossible sans un ordinateur.

Pratiquement, on pose f(x) =y et on cherche a résoudre cette équation d’inconnue x. La solution, unique
si elle existe, s’exprime en fonction de y. Cette fonction de y est la fonction réciproque.

La question reviens donc & se demander : quand pouvons nous demander & un ordinateur d’essayer de
faire des calcul 7

Autrement dis : comment garantir que ’on peut trouver une réciproque 7

Une fonction strictement monotone d’un intervalle I sur un intervalle | admet une fonction

réciproque.

Démonstration. C’est une conséquence du corolaire des valeurs intermédiaire qui stipule qu’une fonc-
tion f strictement monotone admet une unique solution a l’équation (pour inconnue x) f(x) = a. O

:Xz—

Prenons par exemple le polyndéme P(x)
4x+3. Une étude rapide de fonction montre qu’elle est
strictement croissante sur 'intervalle ]2; +oo[ & valeur
dans 'intervalle ] —1; +o0o[ et strictement décroissante
sur | — o0o;2[ & valeur dans | — 1; +ool.

Dans ce cas trés particulier, on peut trouver la
fonction réciproque de ce polyndéme. Comme suggéré

plus haut, on pose P(x) =y et on cherche a résoudre
cette équation en x.

L'équation x? — 4x + 3 = y est équivalente a
x* —4x 43 —y = 0. Comme il s’agit d’un polynome
de degrés 2, on le résout par le calcul du discrimi-
nant : A = (=4)2 —4(1)(3 —y) = 4 + 4y. Puisque
y €] —1;+o00[, ce discriminant est strictement positif.
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Il existe donc deux solutions :

44 /4T +y) 4— /31 +y)
=TTVeLTY 4—val+y)

X1

Ce que quelques manipulation algébrique simplifient
en

x1=2++1+y x2=2—+14+y

Quelle solution choisir 7 Tout dépend de quelle mor-
ceau du polynoéme on cherche a trouver la réciproque.
En effet ce polynéme est monotone sur deux inter-

valle. Si c’est le morceau strictement croissant (sur
12;400l) alors la réciproque sera x; sur Uintervalle \/\
complémentaire ca sera X;.

2.3 Les fonctions trigonométriques réciproques

Nous souhaitons résoudre ’équation cos(x) = 0.1. D’aprés ce que nous avons vu dans le chapitre sur les
équations trigonomeétrique, cette équations admet deux solutions sur [—7t, 7t] dont toutes les solutions réelles
se déduisent par des tours de cercles (+2km).

Dans les exemples que nous avons traités, cela tombait toujours sur des valeurs dont nous connaissions
I’expression. Mais dans ce cas nous ne connaissons par la valeur de x tel que cos(x) = 0.1.

Elle(s) existe(nt) mais nous ne savons pas les exprimer.

Utilisons les fonctions réciproques.

Définition La fonction Arccos

La fonction cos est strictement décroissante sur
[0,71] a valeur dans [—1;1]. Elle admet donc une
fonction réciproque notée Arccos.
[oeos cos: [0, — [—1;1]
Arccos: [—1;1] — [0;m]
cos
En particulier
Vx € [0;7t], Arccos(cos(x)) = x
§ Yy € [—T1;1],cos(Arccos(y)) =y )

En d’autre terme I'arc cosinus d’une valeur a entre —1 et 1 est un angle ¥ nécessairement entre 0 et 7

qui vérifie cos(9¥) = a.
. T
Par exemple, en s’appuyant sur les valeurs connue du cosinus, on a Arccos(0.5) = —.

Voyons & présent comment résoudre I'équation cos(x) = 0.1. On sait qu’il existe deux solutions. L’une
d’elle, celle entre 0 et 7t est Arccos(0.1). L’autre est son opposé, c’est a dire —Arccos(0.1). En conclusion,
toutes les solutions réelles de I’équation cos(x) = 0.1 sont

X1k = Arccos(0.1) + 2k, x2x = —Arccos(0.1) 4 2km

Comment calculer Arccos(0.1) 7 Une seule solution : la calculatrice! Elle nous donne Arccos(0.1) ~ 1.47
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On peut d’ailleurs enrichir le théoréme donnant toutes les solutions d’une équation trigonométrique en
cosinus.

L’ensemble des solutions de I’équation cos(x) = a €] — 1;1[ sont de la forme

x1x = Arccos(a) + 2k, X2k = —Arccos(a) + 2km

Tout ce qui viens d’étre fait pour le cosinus a son pendant pour le sinus.

Définition La fonction Arcsin

T ATcsin | La fonction sin est strictement croissante sur
i
| i | [_E’ 5 a valeur dans [—1;1]. Elle admet donc une

fonction réciproque notée Arcsin.

sin:[—g,g] —  [=1;1]

Arcsin: [-1;1] — [

23

En particulier

Vx € [—g, Tﬂ ,Arcsin(sin(x)) = x

vy € [-1;1], sin(Arcsin(y)) =y

L’ensemble des solutions de I’équation sin(x) = a €] — 1;1[ sont de la forme

x1x = Arcsin(a) + 2km, X2k = 1 — Arcsin(a) + 2km

Nos avions laisser de coté la fonction tangente mais on peut aussi considérer sa fonction réciproque.

Définition La fonction Arctan

i i ! ! : : %aﬂfonction tan est strictement croissante sur
; ; } } } } ]_E’ 5 [ a valeur dans R. Elle admet donc une fonc-
3”””3 ***** 3”””””3*””: ***** 3 tion réciproque notée Arctan.

1 1 1 tan / 1 1

S S Y/ l T T

D Arctan | tan:|-3,7| =150]

l l l l l l nmw

i ‘ | ‘ ‘ | Arctan: R — ]—— —[

| | | | | | 22

e T A e e T 1 En particulier

| | | | | 7-[ 7-[

:k,,,,:,,,,i ,,,,,,,,,, %,,,,ﬂ: ,,,,, 3 Vxe}—z,z[,/\retan(tan(x)):x
oo [ 1 Yy € R,tan(Arctan(y)) =y
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2.4 Logarithme

Définition et premiéres propriétés

Définition
Soit a un nombre réel strictement positif. On note In(a) appelé le logarithme népérien de a, l'aire
comprise entre ’axe des abscisses, la droite x = 1, x = a et la courbe représentative de la fonction inverse.

En dessin cela donne :

Courbe de x + 1/x

L’aire dont on parle est une aire algébrique c’est & dire avec un signe : on regarde toujours l’aire entre
x =1 et x = a dans cet ordre de sorte que si a < 1 alors 'aire sera considérée négative.

1. Le nombre réel In(a) n’est défini que si a €]0;+ool.
2. Si0<a<1alors In(a) < 0.
3. In(1) =0.

4. Si a > 1 alors In(a) > 0.

Ces propriétés se déduisent trivialement d’une lecture géométrique du logarithme.

Croissances comparées

LTS
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Soient a et b deux nombres réelles strictement positifs alors

In(ab) = In(a) + In(b)

Démonstration. Admise

Démonstration.

Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.

1. In (%) =1In(a) — In(b).

2. In (l) = —In(a).
a

1. In(a) =1In (% X b) =1In (%) + In(b).

2. Cest la formule précédente pour a =1 (sachant que In(1) = 0).

3. 2In(yva) = In(v/a?) = In(a)
4. In(a") =In(ax---x a) =ln(a) + -+ 1In(a)

Ce qu’il faut retenir

n n

Trailer :

Exponentielle

NS Ot W e

D =]0; 400

Six €]0,1[,In(x) <0
In(1)=0

Si x €]1, 400, In(x) >0
In(a) + In(b)

La fonction logarithme est strictement croissante et prend toutes les valeurs de R (car ses limites sont —oo
et +00). Elle est aussi continue par construction (en tant qu’aire). On peut donc lui appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires. D’apres ce théoréme I’équation In(x) = 0 admet une unique solution, d’ailleurs

on la connait : c’est 1.

Grace a ce théoréme on peut en déduire que si In(a) = In(b) alors nécessairement a = b.
L’équation In(x) = 1 admet aussi une unique solution. A ’aide de la calculatrice on trouve que x =
2.71828. On note ce nombre e.
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Qu’en est-il de I’équation In(x) = 2. Elle admet aussi une unique solution dont on peut déterminer une
approximation numérique... mais on peut procéder autrement :

Inx)=2 & In(x)=2x1
& In(x) =2 x In(e)
& In(x) = In(e?) Propriété du logarithme
& x= e?

Et si on remplagait le 2 par un 3, un —1 ou n’importe quel nombre réel... Tiens tiens... Il se passe quelque
chose de marrant.

2.5 Exponentielle
Définition et premiéres propriétés

Il est indispensable d’avoir assimiler le cours sur les logarithmes pour pouvoir suivre ce cours sur les
exponentielles. Ici tout sera beaucoup plus rapide que le précédent chapitre. Pas que nous souhaitons bacler
le travail mais plutot que nous allons entiérement nous appuyer sur la fonction logarithme, raison pour
laquelle nous insistons sur son assimilation.

D’ailleurs a la fin du cours sur le logarithme, avec ’aide du théoréme des valeurs intermédiaire, nous
avions observer que l’équation In(x) = 1 admettait une unique solution que l’on note e et dont la valeur
approchée, estimée a ’aide d’un ordinateur, est 2.71828.

Qu’en est-il de maniére générale de ’équation In(x) = a pour n’importe quelle nombre réel a? D’apreés
le théoréme des valeurs intermédiaire, il existe une unique solution.

Définition
Pour tout nombre réel a on note exp(a) I'unique solution de I’équation In(x) = a. On l'appel exponentielle
de a. C’est la fonction réciproque du logarithme népérien.

On a immédiatement les propriétés suivantes.

Quelque soit le réel a, exp(a) > 0.
exp(0) = 1.

Si a < 0 alors exp(a) < 1.

Si a > 0 alors exp(a) > 1.

Pour tout x > 0 alors exp(In(x)) =

S & R =

Pour tout x € R alors In(exp(x))

Démonstration.

1. Puisque In(exp(a)) = a, le nombre exp(a) appartient au domaine de définition de In qui est ]0; +ool.
Dis autrement exp(a) > 0.

Puisque In(1) =0 = In(exp(0)) alors exp(0) = 1.
Si a < 0 alors In(exp(a)) = a < 0 =1In(1) donc exp(a) < 1.
Si a > 0 alors In(exp(a)) = a > 0 =1In(1) donc exp(a) > 1.

C’est une conséquence de la réciprocité entre le In et le exp.

GRS e

C’est une conséquence de la réciprocité entre le In et le exp.

Croissances comparées
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Quelque soit les nombres réels a et b :

exp(a+b) =exp(a) x exp(b)

Démonstration.
In(exp(a+b)) = a+b
= In(exp(a)) + In(exp(b))
= In(exp(a) x exp(b)) Propriété du logarithme
Puisque In(exp(a+ b)) = In(exp(a) x exp(b)) alors exp(a + b) = exp(a) x exp(b) O

Soient a et b deux nombres réels.

1. exp(a—b) = %
1
2. exp(—a) = exp(a)

3. exp (§) = exp(a)
4. (exp(a))™ = exp(na)

Démonstration. 1l suffit, encore une fois de repasser par la fonction logarithme. O

De exp(x) a e*

Tout est dans le titre. On observe que les formules et propriétés de I’exponentielle sont étrangement
similaire & celle des puissances. Par exemple d’'un coté on exp(a + b) = exp(a) x exp(b) et d'un autre
coté 10™™ = 10™10™... du coup on se demande si il n’y a pas un liens entre nos familiéres puissances et
I’exponentielle. La réponse est oui par une trés simple observation :

In(exp(x)) =x=xx1=x x In(e) = In(e*)

d’aprés les régles de calcul sur le logarithme. Cette égalité implique donc que exp(x) = e* et ce pour tous les
x réel. Autant 10™ n’était définie que pour des n entiers autant e* = exp(x) est définie pour tous les nombres
réels!

D’ailleurs on pourrait s’amuser & définir 10* pour n’importe quel x réelle. Tenté ? Allez on y va! Grace a
cette formule de réciprocité entre In et exp, on peut écrire que 10* = exp(In(10%)) sauf que le logarithme
gére trés bien les puissances : In(10*) = xIn(10). On a 10* = exp(xIn(10)) et I'exponentielle ne soufre
d’aucun probléme de définition. Ca y est! On a défini 10*. Pourquoi s’arréterait-on en si bon chemin ?

Définition
Soit a > 0 et b € R. On défini a® par la formule :

b

a’ =exp(bln(a)) = ebtnta)

. J

Le calcul quant a lui se fait a I’aide d’une calculatrice, mais & présent des expressions comme 2V2 ont un
sens.
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Ce qu’il faut retenir

1. D=R
2. Six < 0,exp(x) <1
3. exp(0) =1
4. Six > 0,exp(x) >1
5. exp(a+b) = exp(a) x exp(b)
exp(a) -
6. exp(b) =exp(a—Db)
7. exp(a)™ = exp(na)
1
8. vexp(a)=exp | za
ot o) esp (30)

N
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3. Les nombres complexes

3.1 Un nombre imaginaire

On pourrait donner plein d’histoire racontant la naissance des nombres complexes qui s’utilisent presque
partout (mécanique classique, quantique ou céleste etc). On peut aussi et plus simplement rester dans un
univers mathématico-mathématique et poser une définition, base de travail.

Définition

On note i le nombre vérifiant 12 = —1.

Cette définition suffit! Mais en wvrai, il faudrait, pour ne pas créer de faille spatio-temporelle dans 'univers
des mathématiques, le définir plus proprement ou plutét nous assurer que cette définition est cohérente. L’un
des premiers penseurs de cet étrange nombre est Gauss (encore) et la création qu’il en a fait en son temps
et ce que nous en avons fait avec notre technologie® en font une définition trés cohérente (pour faire peur :
on note i la classe de X dans anneau R[X]/(X? + 1)).

Bref! On a dans notre poche un nombre qui au carré vaut —1. Evidemment ce nombre n’est pas réel,
puisque les nombres réels sont tous positifs lorsqu’ils sont au carré. Mais alors qu’est-ce que ce 17 Ou est-il7

Regardons de plus prés Uopération metire au carré. | Voyons maintenant le nombre i. Au carré, il vaut —1.
Lorsque 'on met au carré le nombre —1 on obtient 1. | Cela équivaut, avec notre considération géométrique,
C’est a dire que sur I'axe des nombres réels, le nombre | & dire que 'angle que fait le nombre i lorsqu’il est
—1 passe de l'autre coté du 0. Le nombre —1 fait un | doublé fait 7 (pour arriver au —1). Un petit dessin
angle de 7 par rapport & ’axe des nombres réels et | montre que ce nombre est donc en dehors de 'axe
le fait qu’il se retrouve de [’autre coté du O peut se | des nombres réels (heureusement) !

traduire par on a doublé son angle. Double... carré...
on voit le nombre 2 et c’est assez satisfaisant. /2 i /2
T

N

N

Le nombre i est donc ailleurs que sur ’axe des nombres réel, sur un autre axe que l'on place généralement
perpendiculaire & celui des nombres réels et que 'on nomme 'axe des imaginaires. Un nombre complexe
est alors un point non plus sur la droite (réelle) mais dans le plan (complexe).

i f og N
1 Définition
Un un nombre complexe est une expression
Ylooooooo o X+ iy z=x+1y
i pour deux nombres réels x et y appelés respecti-
X ] vement partie réelle et partie imaginaire du
nombre z notée Re(z) et Im(z).
On note
C
I’ensemble des nombres complexes.

3. Des outils mathématiques sont des éléments de la technologie
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Attention! La partie imaginaire d’un nombre complexe est réelle! Par exemple la partie imaginaire du
nombre 3 — 2i est —2 et sa partie réelle est 3.
3.2 Algébre complexe

Les calculs dans ’ensemble des nombres complexes se fait exactement comme dans celui des nombres
réelles & ceci prés que i vérifie 12 = —1.

Soient z et z’ deux nombres complexes Soit z un nombre complexe et A € R

alors

Re(Az) = ARe(z), Im(Az) = Alm(z)

Re(z £z') = Re(z) &+ Re(z')

Im(z+2z') =Im(z) £ Im(z')

Démonstration. Soit z = x+1y. Il s’agit de voir

Démonstration. Soit z =x+1iyet z/ =x'+1y’. que Re(Az) = Ax et Im(Az) = Ay

Il s’agit de voir que Re(z £ z')x £ x’ et Im(z+2z') =

y+y’ Az = Alx+1iy)
z+z = (x+1iy)+ (x +1iy’) = Ax+A(iy)
= x+iy+x +iy’ = A +i(Ay)

= x+x'+iy+iy’
= (x£x)+ily£y)
O

Ces deux propositions montre que les nombres complexes ont une structure linéaire. Pour l'addition on
additionne les parties réelles; respectivement pour la partie imaginaire. De méme pour la multiplication
réelle.

Les choses se "compliquent" pour la multiplication et la division. Bien qu’en fait il ne s’agit que d’opé-
rations algébriques classique avec la régle i = —1.

Soient z et z’ deux nombres complexes.

Re(zz') = Re(z)Re(z') — Im(z)Im(z’)

Im(zz') = Im(z)Re(z’) + Re(z)Im(z’)

Démonstration. Posons z=x+1iyet z/ =x"+y’.
zz/ = (x+1iy)(x +1iy)
= xx +ixy’ +iyx’ +iyiy’
/ . / . / -2 /
xXx" +1xy’ +iyx +\1/yy

xx' +ixy’ +iyx’ —yy’

xx' —yy’ +ixy’ +iyx’
= ' —yy’ +ilxy’ +yx')

O

Dans la pratique on n’utilise pas ces formules, on le redémontre, en développant ou factorisant au besoin.

Ces formules montrent simplement qu’on peut faire comme si i était une variable x ou avec la régle imaginaire
-2
ic=—1.
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i
Par exemple, si z1 =3 + 7 et zg =1—1 alors

22— = 2(3+§)—(1 —i)?

= (6+1)—(1P=2x1x1i+1i?)
6+1)—(1—21—1)
(6+1) — (—2i)

6+1i+2i

= 6+3i

Pour la division de nombre complexe, il faut faire un peu plus d’effort mais sans plus de difficulté.

3.3 Nombre complexe conjugué

Définition

Soit z € C. On appel nombre complexe conjugué & z le nombre noté z, défini par

z = Re(z) — ilm(z)

. J

En d’autre terme le nombre conjugué associé & un nombre complexe z est le méme que z en changeant

uniquement le signe de la partie imaginaire. Par exemple 7 +iv2 =7 — iv/2.

Lemme : Quelque que soit z € C,

7z = Re(z2)2 + Im(z)2 € R Soient z et z’ des nombres complexes.

Re < z> Re(z)Re(z') + Im(z)Im(z’)

z/ Re(z’)? + Im(z’)2
Démonstration. i ( Z) B Im(z)Re(z') — Re(z)Im(z’)
zz = (x+iy)(x+iy) z! Re(z)? + Im(z')?
= (x+iylx—1iy)
= (x)*—(iy)? Identité remarquable Démonstration. Cela découle de Pobservation
— XZ o iZyZ —
2, .2 z 27
= X"+ y
et des résultats précédents. O

O

Encore une fois, la formule n’est 1a que pour démontrer la méthode. En aucun cas on ’applique en tant
que tel. On la redémontre. Par exemple

3—% B (3—%)(2—1)
241 2+1)(2-1)
. . i2
B 6—-3i—i—%
- 22 42
 6—3i—i+}
N 441
_ B4
5
_ B4
10 5

Le nombre conjugué est cohérent avec les calculs dans I’ensemble des nombres complexe.
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Soient z et z’ des nombres complexes et A € R alors
l.z+z2'=z+72
2. Az =AMz

4. (3,) _z
z z!

Démonstration. 11 suflit de revenir & la définition O

Un nombre z € C est réel si et seulement si z = Z.

Démonstration. Siz =z alors x + 1y = x — 1y et en identifiant la partie imaginaire y = —y ce qui
équivaut &y =0 et x est réel. O
Définition
On dira qu’un nombre est imaginaire pure si z = —Z.

3.4 Racine carré complexe

Le fait d’avoir un nombre dont le carré vaut —1, qui est un nombre négatif, nous donne un nouvel outil
d’extraction de racine carré.

En effet, par définition de racine carré, trouver v/—1 c’est trouver un nombre z, qui aujourd’hui peut
donc étre complexe, vérifiant z2 = —1. Nous avons donc une jolie solution : i... mais ce n’est pas la seule. Il y
a aussi —i. Donc v/—1 vaut a la fois i et —i. Ce n’est pas du tout satisfaisant ! Il faut donc donner un cadre
un peu plus propre pour obtenir un concept plus cohérent.

Définition

Soit z € C. Les racines carrés de z sont des nombres Z vérifiant Z? = z.

Siz#0,il y a toujours deux racines carrées.
Voyons & présent comment, dans la pratique, on détermine les racines carrées d’un nombre complexe.

Soit z = x + iy un nombre complexe alors et Z une racine carré de z alors

i VXE+y? +x

2

Re(Z)

Im(Z) = + VX 4y —x

2
Le signe a choisir étant déterminé par le signe de y. Précisément
Si y > 0 alors Re(Z) et Im(Z) sont de méme signe
Sinon Re(Z) et Im(Z) sont de signe différent.

Démonstration. Posons Z = a + ib. Par définition Z? = z c’est a dire (a + ib)? = x + iy soit
(a2 —b?) +2i(ab) = x + iy. En particulier, en comparant les parties imaginaires on a 2ab = y. Cette égalité
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montre que si y > 0 alors nécessairement a et b sont de méme signe et de signe différent sinon. Quant & la
partie réelle elle permet d’obtenir la formule

a?—b?=x
. =2 _ = _ . .
D’un autre coté puisque Z? = z alors Z°~ = Z et donc (ZZ)? = zZ ce qui équivaut & (a? +b?)2 = x> +y? et
puisque ces carrés sont positifs on a
a? + b2 = /X2 +y?
2 2
i i : VXS FY +X
En sommant les deux égalités trouvées on arrive a 2a? = /x2 +y? + x soit a = +1/ + La
différence permet de trouver b. O

Par exemple déterminons les racine carrés de z = 3 — 2i. On cherche donc Z = a + ib tel que Z2 = z soit
(a? —b?) +1i(2ab) = 3 — 2i. En identifiant partie réelle et partie imaginaire on en déduit que a? —b? =3 et

2ab = —2 soit encore ab = —1. D’autre part en passant par la forme conjuguée on a a?4+b? = /32 + (=2)2 =
V13+2 V13 -2
V13. Ainsi 2a? = V1342 et a=+ vi>ts et de méme b =+ — Puisque ab = —1 alors a et b

sont de signe différent. Ainsi les deux racines de 3 — 2i sont

\/m+2 .\/m—z
Z]: ) —1 )

ZZ:_\/\/T32+2+1\/\/1>32—2

Si le discriminant d’un polynome & coefficient réelle ax? + bx + ¢ est négatif alors le polynome
admet deux racines complexes conjuguées.

Démonstration. Si A < 0 est le discriminant alors il admet deux racines carrées dont les calculs
aménent & Z; = iv—A et Z, = —iv/—A. En appliquant alors les formules classique on trouve deux racines
au polynome ax? + bx 4 c :.

N _ —b+iv-A N I R AVAAY
1= 2a ) 2 = 2a )
qui sont bien des nombres complexes conjuguées. O

Considérons par exemple I’équation x? +x + 1 = 0. Son discriminant vaut —3. Alors ce polynome admet

1+1V3

On peut aussi considérer des polynémes ou les coefficients sont complexe. Il suffit de raisonner exactement
comme dans le cas réel en extrayant les deux racines carrés complexe (qui ne sont plus conjugués en général).
En particulier, tous les polynomes admettent des racines?

z et Z comme solution ou z =

3.5 Forme polaire

Pour représenter un point dans le plan nous avons besoin de deux informations (principalement parce
qu'une plan est un objet de dimension 2). Nous avons étudier tout au long de I'année une seule méthode de
coordination : les coordonnées cartésienne. Pour placer un point nous donnons son abscisse et son ordonnée.
Inversement : étant donnée un point du plan, il posséde une abscisse et une ordonnée.

Mais il existe une autre maniére de représenter un point du plan qui vient principalement de ’astronomie
(Gauss était astronome de formation et non mathématicien...). Pour représenter un point dans le plan nous
avons besoin de savoir uniquement quel angle il fait avec I’axe des ordonnée et a quelle distance il se trouve
de Dorigine.

4. Cela s’appelle le théoréeme de d’Alembert-Gauss... oui encore Gauss. Ce n’est pas pour rien qu’'on 'appel le prince des
mathématiques.
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Définition

1. On appel coordonnées cartésiennes
d’un point A du plan la donnée d’un couple
(x,y) ou x est I’abscisse, y I'ordonnée

) A représentant respectivement la projection
de A sur l'axe (0x) et (Oy).

3 2. On appel coordonnées polaires d’un
| point A du plan la donnée d’un couple
| (r,d) ot r est le module, & Yargument
3 représentant respectivement la distance de
X OA et l'angle (0x;0A) (mesuré en radian).

. J

La trigonomeétrie va nous permettre de passer de 'un & l'autre.

Soit A un point du plan de coordonnées cartésienne (x,y) et de coordonnée polaire (r,9d) alors

x = rcos(d), y = rsin(0)

r=vx2+y?, 9 =Arctan (g)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les définitions de sinus et cosinus dans le triangle du schéma
précédent pour obtenir les deux premiéres formules ainsi que la derniére. Quand a la troisiéme, il s’agit du
théoréme de Pythagore. O

Revenons dans I’ensemble des nombres complexes que nous avions ponctuellement délaissé. Un nombre
complexe c’est x + iy ol x et y représentent les coordonnées cartésiennes du point du plan. D’apres la
proposition précédente on a x + iy = (rcos(9)) + i(rsin(d)) = r(cos(0) + isin(0)).

Définition
Soit z € C , (x,y) les coordonnées cartésiennes qu'il défini et (r,9) ses coordonnées polaires. On note
lz| =1 = \/x% +y? son module et arg(z) =9 = tan™! (E> son argument.
X

Soient z et z’ des nombres complexes et A un nombre réel strictement positif.

1. |zZ'| = |z||2/] 1. arg(zz') =y arg(z) + arg(z’)
2. [z] = 2] 2. arg(z) =y —arg(z)
3. |z =2z
3. arg(A) =2z 0 et arg(—A) =)

4. Azl = Az et | — Azl = Al I S A= =

z 2| 4. arg(Az) =2, arg(z)
5. ‘— )

2l |z/]

=

arg () =2 arg(z) — arg(z')
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Démonstration. Soient z = x+1iy = r(cos(d) +isin()) et z’ =x'+ 1y’ = r’(cos(d’) + isin(d’)) alors
zz/ = [r(cos(®) +isin(9))][r'(cos(®’) + isin(d’))]
= 11'(cos(®) +isin(d))(cos(®’) +isin(d’)))
= 11'(cos(d)cos(®’) — sin(V)sin(d’) +i(cos(d)sin(d’) + cos(¥')sin(P)))

= 11'(cos(® +d') +isin(d +9'))

Cette formule montre que |zz'| = 1’ = |z||z'] et arg(zz') =2 ¥ + ¥ =2 arg(z) + arg(z’).

On a également Z = r(cos(®) —isin(d)) = r(cos(—d) +isin— (9)). Cette formule montre que |z| = r = [z
et arg(z) =y —0 =21 —arg(z).

Les formules 3 sont des conséquences triviales des définitions.

Les formules 4 se déduisent des formules 1

) z zz! zz!
Finalement — = — = —.
z z'z |2
. . . z 2z 2| |z
Puisque |z/* est un nombre réel strictement positif alors ’—/ = % = | H/ 2| = g
B z 2| 1> 12|
. z zz/ — - /
De méme arg (;) =, arg E =, arg(zz’) =yr arg(z) + arg(z’) =y arg(z) — arg(z’) O

Ces formules montrent que essentiellement le module se comporte comme une racine carré (ce qui est
évident au vu de la formule) et que 'argument se comporte comme un logarithme. Cette observation motive
la définition suivante.

Définition

Soit & un angle défini modulo 27t. On pose e = cos(9) + isin(9)

La proposition précédente montre que cette notation est cohérente avec ce que nous connaissions de

_ o 1 [
I'exponentielle. Nous retrouvons entre autre ePe®’ = el®+9) of —_ — ¢~ — ¢id,

Par exemple 2¢'7 =2 (cos (;) +isin (g)) = (%_ + £> V2 +1V2.

Tout nombre complexe z peut s’écrire

ou T =|z| et & =y, arg(z). On appel cette forme la forme polaire du nombre complexe.

Déterminons la forme polaire de z = 1—1v/3. Pour commencer on a facilement |z| = 2. D’aprés les formules

: . 1 . 3
permettant de passer de coordonnées cartésiennes a polaire on a cos(d) = 7 et sin(d) = ———. Parce qu'on

2

connait bien notre trigonométrie on sait que le seul angle (modulo 27) avec cette valeur de cosinus et sinus

7T
et 3 Finalement

1—iv3=2e"%
Soit ¥ un angle défini modulo 27t.
cos(d) = ew—Z—ew, sin(d) = ¥
e +1=0
Démonstration. 1l suffit de revenir & la définition de 'exponentielle complexe. O
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3.6 Parenthése géométrique
Vecteurs

Nous commencgons par quelques rappels, qui peuvent ne pas en étre, de géométrie plane. Nous sommes
volontairement sibyllin, I'objectif de ce cours n’étant pas d’introduire des éléments de géométrie mais plutot
de voir comment les nombres complexes s’utilisent dans ce cadre. L’'un des outils les plus fameux est le
vecteur. C'est un objet de la géométrie caractérisé par :

— une direction,

— un sens,

— une norme (taille).

Ces objets existent & peu prés partout en géométrie. Nous nous cantonnerons & donner les détails uniquement
dans le plan (qui deviendra plus tard le plan complexe, mais qui pourra étre vu dans ce paragraphe comme le
repeére classique). Gardons en téte qu’en dimension 3, les vecteurs existent aussi. L’objectif de rester dans le
plan et de faire le lien entre les éléments de géométrie et la construction géométrique des nombres complexes.

Détaillons les 3 caractéres qui définissent un vecteurs. Il faut penser les vecteurs comme des fléches

inflexibles mais que 'on peut déplacer.

A Dans la représentation ci-contre
AN

- _ o i

X = y car les vecteurs sont orientés dans la
méme direction, ont le méme sens et la méme

taille.

- — . .
e X # Z car bien que ces vecteurs aient la
méme taille et la méme direction ils ne sont

Z) N 5
Y pas orienté dans le méme sens. Dans cas on a
— -
Ja alors X' =—2

— - . A
e X # t car ces deux vecteurs n’ont ni la méme
taille ni la méme direction.

Dans la pratique, si A et B deux points du plan de coordonnées cartésiennes respectives (xa,ya) et
(xg,yg). Alors le vecteur AB a pour coordonnées (xg —xa,yg —ya). On note ||AB|| sa norme et le théoréme
de Pythagore permet de montrer que

IABI = /(x6 — x2)% + (g — ya)?

Un outils fameux du calcul vectoriel est la relation de Chasles (que nous avons déja vu dans le cadre du

calcul intégrale) :
AB+BC = AC

Précisons & présent le liens avec les nombres complexes.

Affixe

Définition
Soit z € C. On note M le point du plan (d’origine O) de coordonnée cartésienne (Re(z),Im(z)). On dit
que z est I'affixe du point M et également 'affixe du vecteur OM.

Soient A et B des points du plan complexe d’affixe respective a et b alors b — a est l'affixe du

vecteur AB.

—
Démonstration. Cela découle de la relation de Chasles puisque A@ = /ﬁ + @ =—0A+ O_B} O
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En particulier, toutes les opérations connues sur les vecteurs se transposent avec le langage des affixes.

_)
Soit U et u’ des vecteurs du plan complexe d’affixe respective z et z/.

_)
L'affixe de W +u’ est z+ z/.

1.

2. Soit A € R alors laffixe de AT est Az

3. En particulier (A = —1), Daffixe de —U est —z.
4. En particulier (A = 0), laffixe de 0 est 0.

5. |l = Izl.

6.

I’angle entre U et I'axe des abscisse est arg(z).

Transformation affine du plan complexe

On s’intéresse dans ce chapitre aux transformations du plan complexe. En d’autre terme aux fonctions
f:C — C. Elles sont trés nombreuses et parfois assez difficile a appréhender. Ici on ne s’intéressera qu’au
transformation affine, c’est & dire & définir et étudier toutes les transformation

f:C — C

z — az+b

pour deux nombres complexes a et b.

De la méme maniére que dans le cas réelle les droites f(x) = ax + b sont dirigées par a (le coefficient
directeur), les valeurs de a de la transformation f(z) = az+ b dirigent la nature de la transformation. Dans
la suite de ce paragraphe on va discuter suivant les valeurs du nombre complexe a la nature de f(z) = az+Db.

Les translations.

Définition
Si a =1 alors la transformation f(z) = az+b

du plan complexe est appelée une transla-
tion.

N

Si f est une translation alors elle est de la forme
f(z) =z +b. Le vecteur de translation a pour A
affixe b.

1
Par exemple f(z) =z + 7 + 1 est une translation

1
de vecteur Vv d’affixe 7 + 1. Le point A d’affixe

1 41 est transformé en B d’affixe % + 2i

Les homothéties.

Définition

Si a € R—{1} alors la transformation f(z) = az+b du plan complexe est appelée une homothétie.

Si f est une homothétie alors elle est de la forme f(z) = az+ b pour un certain réel a # 1 (b pouvant
étre complexe). Le rapport de ’homothétie est le nombre a et le centre de I’homothétie est

I'unique point fixe de f. Précisément c¢’est le point C d’affixe ¢ = (obtenu en résolvant ’équation

f(z) = z).
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1 1
Par exemple f(z) =2z — 7= 1 est une homothétie de rapport 2 et de centre C d’affixe = + 1.

Géométriquement pour n’importe quelle point M d’affixe z, le point M’ d’affixe f(z) est caractérisé
par la relation CM' = KCM

Les rotations.

Définition Par exemple f(z) = 1iz+1 est une rotation d’angle

7T . s , 1
Si a € C—{1} tel que |a] = 1 alors la trans- | 5 (car i = e'2) et de centre C d’affixe - =
1

2 1—1
formation f(z) = az + b du plan complexe est 141 1

appelée une rotation. i~ 2 + X

M/
En passant par la forme polaire des nombres com-

plexe, on observe qu’un nombre complexe de mo-
dule 1 est de la forme e®. Si f est une rotation
alors elle est de la forme f(z) = ez + b. L’angle
de la rotation est le nombre ¥ (modulo 27) et le

centre de la rotation est 'unique point fixe de C
b

f. Précisément c’est le point C d’affixe ¢ = T M

(obtenu en résolvant ’équation f(z) = z).

Les similitudes.

Définition Par exemple f(z) = (1 +1i)z + 1 est une simi-
litude puisque 1+ 1 = v/2e'3. Son rapport est

Sia € C—{1} tel que |a|] # 1 alors la trans-
: t aue lal # ' n V2, son angle est g et son centre est C d’affixe

formation f(z) = az + b du plan complexe est
appelée une similitude. 1 1

T

En passant par la forme polaire des nombres com-
plexe, on observe que a = re®. Si f est une simi-
litude alors elle est de la forme f(z) = re?z + b.
L’angle de la similitude est le nombre & (mo-
dulo 27), le rapport de la similitude est le
nombre 1 et le centre de la similitude est
I'unique point fixe de f. Précisément c’est le point M’

b
C d’affixe ¢ = T4 (obtenu en résolvant l'équa-
—a N
tion f(z) = z).
On peut voir toute similitude comme une rotation
(d’angle ¥) suivit d’'une homothétie (de rapport r).
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Conclusion

Ca y est nous y sommes!

Nous avons tout ce qu’il nous faut pour chercher a faire tournoyer des cercles pour obtenir n’importe
quelle dessin.

Reprenons ’exemple de la handspineroide. Grace & la mystérieuse théorie de Fourrier, nous obtenions
des équations des abscisses et des ordonnées. Nous avions :

x(t) = 6¢cos(t) + 1.5cos(2t) + 2cos(4t) + 2.6sin(2t)
y(t) = 6sin(t) — 1.5sin(2t) + 2sin(4t) + 2.6cos(2t)

Commencgons par essayer de simplifier 1.5cos(2t) 4+ 2.6sin(2t) a l'aide des formules d’Euler.

2it | o-2it 2it_ o 2it
1.5cos(2t) + 2.6sin(2t) = 1.5 <e —Ze ) +26 (e Zie )

L (15 26 L (15 26
_ 2t [ 1Y 2V =2it [ 1Y =Y
- ¢ <2+21>+e <z Zi>

_ qelit 4 ge it
= ae't 4 qeit
= 2Re(ae’'t)

1.5 26 15 2.6, . : i
> + ST 71. Or tout nombre complexe peut s’écrire sous forme polaire. a = re'
2.6

15\° 2.6\° 5 T im
r:\/(T) + (—7) ~ 15 et ¥ = Arctan ? :—g.Amsul:].Se 3.
L 2 T

Alors ae?'t ~ 1.5¢213 Donc 2Re(ae?t) ~ 3cos <2t — §>

D’ailleurs en remplagant les valeurs numérique par des variables on viens de démontrer le résultat suivant.

ol a= avec

Soient a et b des nombres réels tel que a # 0.

b
acos(X) + bsin(X) = v'a? + b’cos (X + Arctan (—a)>

T
Ainsi I'apparition mystérieuse du 3 n’est finalement pas si mystérieuse.

De méme avec le sinus.

Soient a et b des nombres réels tel que a # 0.

b
acos(X) + bsin(X) = v a? + b2sin (X + Arctan (—a> + ;)

Tt
Démonstration. Tout simplement parce que sin (X + §> = cos(X) O

Ceci étant on arrive &

x(t) = 6cos(t) + 3cos <2t — %[) + 2cos(4t)

2
y(t) = 6sin(t) + 3sin <2t + ?TE) + 2sin(4t)
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Le probléme pour obtenir une joli épicycloide c’est que l'on souhaite que les x et y aient la méme forme
I'un en cosinus 'autre en sinus.

Pas de soucis, passons dans ’ensemble des nombres complexes et posons z(t) = x(t) + iy(t).

On a alors

z(t) = Gelt + (3(:03 (Zt — g) + 3isin (Zt + ?)) + 2ttt

On souhaite donc que la partie encadrée soit sous la forme re®“**®. Ce qui est toujours possible car il existe
la forme polaire.
Voici le théoréme salvateur :

e'* + e = 2cos (

et — elP = 2igin (

Démonstration. Exercice! O

T 27
Appliquons immédiatement ce résultat dans notre cas en posant o« = 2t — 3 et p=2t+ 3 :

T o 21 el f et i 4 o—iB
3cos <2t - g) + 3isin (Zt + ?> = 33—
2 2

(ei“ +e ™4 et — e’iﬁ)

(ei“ + et et — e’i'3>

(oc; B) ei%ﬁ + 2isin <_(X2+ ﬁ) e_iwzrﬁ>

NIW RIWRIWwW W

N
N
)
o
»

x4+ T[e x—
2 6 2

3cos (Zt — %[) + 3isin (Zt + ?) =

= —%[. Alors

(2cos (—;) T 4 2isin (;) e_m_i%>
( 2ie—2it—i% )

- % (zég e‘ﬁt—i%)

-
—2it—i %

3
2
3
2

i

= 3e'Ze
o

— 36721’5713

Finalement nous avons trouver I’expression épicycloidique !
. e m .
Z(t) _ 66“4—36 2it—13 +2e41t

Autrement : le premier cercle est de rayon 6 et de vitesse 1 sans phase. Le second cercle est de rayon 3
T
et de vitesse —2 avec — comme phase. Le dernier cercle est de rayon 2 et de vitesse 4 sans phase.

3
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